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Wstep

W roku szkolnym 2009/2010 odbyty sie X Radomskie Zawody Matematyczne.
Prezentujemy zestawy zadan wraz z rozwigzaniami przygotowane na | i |l etap zawodow.
Uczniowie szkdt podstawowych rozwigzywali jeden zestaw zadan.

Dla ucznidw gimnazjow przygotowano dwa zestawy. Jeden dla ucznidw, ktorzy realizujg
program nauczania matematyki w wymiarze 12-14 godzin w catym cyklu ksztatcenia, a drugi
dla uczniéw, ktérzy realizujg program nauczania matematyki w zwiekszonym wymiarze godzin
(15 i wiecej) w catym cyklu ksztatcenia.

Podobnie uczniowie szkdt pogimnazjalnych realizujgcy program nauczania matematyki

w zakresie podstawowym mieli inny zestaw zadan niz uczniowie realizujgcy program
nauczania matematyki w zakresie rozszerzonym.

Zadania wybrano z ogdlnie dostepnych podrecznikdw szkolnych oraz zbioréw zadan.
Ponizszy materiat opracowat zespét, ktéry przygotowat i przeprowadzit X Radomskie Zawody
Matematyczne:

Piotr Darmas—RODoN, ROSNM,, IV LO,

Dorota Kucharczyk—RO SNM, PG nr 1,

Beata tuczaj— RO SNM, ZS Samochodowych,

Danuta Pardela - RO SNM, ZS Samochodowych,

Beata Rybiriska—RO SNM, PSP nr 23,

Matgorzata Sokotowska—RO SNM, IV LO,

Lidia Wojdata - RO SNM, ZS Samochodowych.



X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
ZADANIA NA | ETAP

SZKOtA PODSTAWOWA

Zadanie 1

W trojkacie ABC o obwodzie 50 cm poprowadzono wysokos¢ CD, ktéra podzielita go na
dwa tréjkaty. Wyznacz dtugos¢ wysokosci CD, jezeli obwdd tréjkata ADC jest rowny 30cm,
a tréjkata BDC 36 cm.

Zadanie 2

Marcin kupit 4,5 kg owocdéw. Gdyby cena owocow byta 0 0,20 zt nizsza, to za tg sama kwote
pieniedzy moégtby kupi¢ o 1,2 kg owocdw wiecej. Jaka jest cena owocow?

Zadanie 3
Sprawdz, ktéra z liczb jest wieksza?

1 1 1 1

[ [ r [ -

2008 ' 2011 2009 ' 2010
100 m

Zadanie 4 60 m

Na ogrodzenie trojkatnej dziatki o

powierzchni 14 arow, ktorej plan
przedstawiono na rysunku, potrzeba 230 m ulica
siatki (nie uwzgledniamy otworu na brame). Pan Marek stoi w punkcie A.
W jakiej odlegtosci od ulicy sie znajduje?

Zadanie 5

Dana jest liczba dwucyfrowa. Wiadomo, ze liczba trzycyfrowa otrzymana z danej liczby przez
dopisanie po prawej stronie cyfry 5 jest od niej wieksza 0 293. Jaka to liczba?

3



Rozwigzania zadan

| etap szkota podstawowa

Zadanie 1

Zauwazamy, ze rdznica sumy obwodow tréjkagtow ADC i BDC i obwodu trojkata ABC jest
rowna dwém wysokosciom CD.

AC+BC+AD=50cm i AD+BD=AB
AC+AD+DC=30cmi CD +BD + CB =36cm
czyli

AC+CD+AD +BD +CD + BC=66cm

AC+ AB + BC + 2CD = 66cm

50 +2 CD = 66cm

2CD = 16cm

CD =8cm

Odpowiedz: Wysokos$¢ CD ma 8 cm dtugosci.



Zadanie 2
| sposob

Obliczamy ile pieniedzy mniej zaptacitby Marcin gdyby kupit 4,5 kg owocow w cenie o0 0,20 zt
mniejszej:
4,5 kg - 0,20zt/kg = 0,9 zt
Obliczamy nizszg cene:
0,9 zt : 1,2kg =0,75zt/kg
Wyznaczamy szukang cene:
0,75zt +0,2 zt=0,95 zt

Il sposob

X: cena owocow
Uktadamy réwnanie:
4,5x=(4,5+1,2)-(x—0,2)
Rozwigzujemy réwnanie:

x=0,95

Odpowiedz: Cena owocdéw wynosi 0,95 zt za 1 kg.

Zadanie 3

1 1 2011 2008 4019
2008 2011 2008-2011 2008-2011  2008-Z011

1 1 20io oo 4015
2009 2010 2009-2010 20092010  2009-2010

Liczniki tych utamkéw sg takie same, a zatem nalezy poréwna¢ mianowniki.

Poréwnujemy mianowniki:



| sposob
2008 - 2011 = 2008 - (2010 + 1) = 2008 - 2010 + 2008

2009 - 2010 = (2008 + 1)+ 2010 = 2008 - 2010 + 2010 = (2008 - 2010 + 2008) + 2

Il sposéb
2011 2009
x2008 x 2010
16088 2009
+4022 +4018
4038088 4038090
zatem

2008 - 2011 = 2009 - 2010 (4038088 < 4038090)

Poréwnujemy utamki:

4015 4015 .1 1 1 1
czyli +
20082011 20092010 2008 2011 2009 2010




Zadanie 4

Uzupetniamy rysunek o odcinek AM reprezentujgcy odlegtos¢ pana Marka od ulicy.

100m
60m

/

Obliczamy brakujaca dtugos¢ boku tréjkata:

230m — ( 100m + 60m ) = 70m

Zamieniamy ary na m?*:

14 aréw = 1400 m>

Zapisujemy réwnanie umozliwiajgcego wyznaczenie szukanego odcinka.

2 AM - 70m = 1400m’

Obliczamy dtugos¢ odcinka AM

AM =40m

Odpowiedz: Pan Marek znajduje sie w odlegtosci 40 m od ulicy.



Zadanie 5
| sposob
a — cyfra dziesigtek szukanej liczby

b — cyfra jednosci szukanej liczby

ab5s 5-b=3 lub 15-b=3
- ab b=5-3 b=15-3
293 b=2 b=12

nie spetnia warunkéw zadania (12 nie jest cyfrg)

b=2
a25s 2—-a=9 lub 12—-a=9
- a2 a=2-9 a=12-9
293 a=-7 a=3

Sprawdzenie: 325 -32 =293

Il sposob
a: cyfra dziesigtek szukanej liczby
b: cyfra jednosci szukanej liczby

10a + b: postac liczby dwucyfrowe;j



Uktadamy réwnanie:

100a +10b+5=10a+ b + 293

Doprowadzamy réwnanie do postaci:

10a+b =32

Odpowiedz: Szukana liczba to 32.



X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
ZADANIA NA | ETAP
GIMNAZJUM

WERSJA A (LATWIEJSZA)

Zadanie 1

Suma obwoddéw przedniego i tylnego kota parowozu wynosi 9 m. Jedno z nich na drodze
60 m robi tyle obrotdw, ile drugie koto na drodze 75 m. Wyznacz obwody tych kot.

Jaka srednice ma wieksze koto, wynik podaj z doktadnoscig do 1mm (przyjmij = & %)

100 m
Zadanie 2

Przekrdj poprzeczny ziemnego watu przeciwpowodziowego ma mie¢ ksztatt trapezu
rownoramiennego o podstawach dtugosci 6 m i 16 m oraz wysokosci 12 m. Trzeba jednak
usypac wyzszy wat, bo przez dwa lata ziemia osigdzie i wysokos$¢ watu zmniejszy sie o 20%
(szerokos¢ watu u podndza i na szczycie nie zmienia sie). Po zakonczeniu osiadania ziemi,
w celu zmniejszenia przesigkania, na zboczu watu od strony wody zostanie utozona warstwa

gliny.

Oblicz, ile metrow szesciennych ziemi trzeba przywiez¢ na usypanie 100-metrowego odcinka
ziemnego watu przeciwpowodziowego?

Oblicz pole powierzchni, ktérg trzeba bedzie wytozy¢ gling na 100-metrowym odcinku tego
watu.

Zadanie 3

Kasjer pouktadat w n - paczkach po k — banknotéw. Gdyby do kazidej paczki wtozyt
o 2 banknoty wiecej — byloby doktadnie o 3 paczki mniej, gdyby natomiast dawat
o 5 banknotdw mniej — musiatby zrobi¢ o 11 paczek wiecej. lle byto wszystkich pieniedzy,
jezeli kazdy banknot miat nominat 20 zt.
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Zadanie 4

Jezeli 100 podzielimy przez p, to otrzymamy m i reszte 6. Oblicz p i m.

Zadanie 5

Do dwdch okregdw 01(01 , ry ) i 0(0, , ry) stycznych zewnetrznie w punkcie A
poprowadzono wspolng styczng BC, gdzie B i C sg punktami stycznosci, B#Ai C#A.

Wykaz, ze kat BAC jest prosty.
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X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
ZADANIA NA | ETAP
GIMNAZJUM

WERSJA B (TRUDNIEJSZA)

Zadanie 1

Ciezar stopu miedzi i cynku wynosi 24 kg. Po zanurzeniu w wodzie stop ten traci na wadze

E.E kg. Znalez¢ ciezar miedzi i cynku w tym stopie, jezeli wiadomo, ze miedz traci na ciezarze

. . 1_, 2 . .
przy zanurzeniu w wodzie 112 9%, a cynk 14- % swojego cigzaru.

Zadanie 2

Znajdz liczbe dwucyfrowg o sumie cyfr 7, takg, ze pomnozona przez liczbe otrzymang przez
przestawienie cyfr daje 1300.

Zadanie 3

a —
Dla jakich wartosci parametru a wartos¢ liczbowa wyrazenia 1 V' 3 jest liczba

".‘.'.—_
wymierng?

Zadanie 4

Tréjkat o bokach 4, 6, 8 podzielono prostg rdwnolegty do najdtuzszego boku na dwie czesci
o rownych polach. Oblicz dtugosci bokéw otrzymanych figur.

Zadanie 5

Na boku AB kwadratu ABCD zbudowano tréjkat rownoboczny ABE. Oblicz miare kata DEC.
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Rozwigzania zadan

| etap gimnazjum wersja A

Zadanie 1
Rozwigzujemy zadanie za pomocg uktadu réwnan.
x: odwdd wiekszego kota
y: obwdd mniejszego kota

Zauwazamy, ze przy tej samej ilosci obrotow wieksze koto pokona dtuzszg droge.

%: tyle obrotéw wykona mniejsze koto na drodze 60 m

E, tyle obrotéw wykona wieksze koto na drodze 75 m

¥+y=9
{E-ﬂ_?ﬁ I xy
y-x o

x4y=09
[El]x =75y |: 15
[x=9—}
4y = 5y

D - srednica wiekszego kota
aD =5

22
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D 35
=—m
22

35
D= E’m = 1,5909(09kn = 1590,9/09 mm * 1591mm

Odpowiedzi:
Wieksze koto ma obwdd 5 m, a mniejsze 4 m, a srednica wiekszego kofa wynosi okoto 1591

Zadanie 2

Obliczamy wysokos¢ watu, ktéry trzeba usypac aby po procesie osiadania miat on wysokosé
12m.

h: poczagtkowa wysokos¢ watu (wysokos¢ trapezu)

0,2h: o tyle zmniejszy sie wysoko$¢ watu

h-0,2h=12
0,8h =12
h=15m

Obliczamy objetos¢ watu. Nalezy zauwazy¢, ze jest to graniastostup prosty, czworokatny
o podstawie trapezu.

1
EF=§{5+16}.15 E,=155m’

V=EH gdzieH=100m V =165m*-100m = 16 500m®

D E  16m F c
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Wyznaczamy dtugos¢ BC ramienia trapezu:
BF=12m
FC=(16m-6m):2=5m

AEB FC prostokatny, stosujemy twierdzenie Pitagorasa
122+52 = BC*

BC=13m

13m - 100m = 1300m?2

Odpowiedzi:

Na usypanie 100 m odcinka watu trzeba przywiez¢ 16 500m? ziemi, a glina trzeba wytozy¢

powierzchnie 13 000 m°.

Zadanie 3

Nalezy zauwazy¢, ze nie zmienia sie tgczna ilos¢ banknotow

I sytuacja : Il sytuacja:

n- ilos¢ paczek, (k + 2) —ilos¢ banknotéw w
paczce

k —ilos¢ banknotéow w

paczce (n -3)—ilo$¢ paczek

nk —ilos¢ banknotéw (n=3)(k+2)—ilos¢
banknotéw

Il sytuacja:

(k= 5) —ilos¢ banknotéw
W paczce

(n +11) —ilos¢ paczek

(n+11)(k—5) —ilos¢
banknotéw

[nk={n—3}(k+2}

Uktadamy uktad réwnan: (nk = (n+ 11}k =35)
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nk=nk+2n—3k—6
nk =nk —5n+ 11k — 55
2n—3k==8
Otrzymujemy: -51n + 11k =55
mn =33
k=720
Obliczamy ilos¢ banknotow nk = 660

Obliczamy kwote pieniedzy 660 - 20zt =13 200z1

Odpowiedz: Wszystkich pieniedzy byto 13 200 zi.

Zadanie 4
Zatozenia:
100:p = mreszty 6 i p,mLIN
Jezeli reszta z dzielenia jest réwna 6, to dzielnik musi by¢ wiekszy od 6, zatem p>6
pm+ 6 =100

pm =94

Nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie tego rdwnania w liczbach naturalnych.

Liczbe 94 mozna przedstawic jako iloczyn liczb naturalnych tylko na dwa sposoby:
| sposéb

94=1-94

stad p=1, m =94, co nie spetnia warunkéw zadania (p>6)

lubp=94, m=1
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Il sposob
94=2-47
stad p =2, m =47, co nie spetnia warunkow zadania (p>6)

lubp=47,m=2

Odpowiedz : Zadanie ma dwa rozwigzaniap=94;m=1 lubp=47im=2

Zadanie 5

Zatozenie:

Okregi 01(01, r1) i 02(03, ry)styczne zewnetrznie
w punkcie A

Prosta | styczna do okregdw o1i 0, w punktach B i
C

Teza:

4 BAC = 90°

Prosta | styczna do okregéw o;i 0, zatem <€0;BC=190° j20;CB = 90° (kgt miedzy
styczng i promieniami poprowadzonymi do punktow stycznosci)

0,8 =0,A =1 = AB0,;A jestrownoramienny ,zatem €0,BA =4 0,AB =«
0.0 =04=+ =AC0 A jestréwnoramienny zatem 20, CA=£0, AC=F

Stad TABC=90°-a i <ACB=90°-§
Z twierdzenia o sumie katéw wewnetrznych w trojkgcie BAC otrzymujemy:

4ABC +4ACE +4BAC = 180"

90° — o + 90° - § + «BAC = 180°
sBAC=a+p
17



Punkty O; A i O, s wspotliniowe, bo okregi styczne zewnetrznie, zatem

20,AB +aBAC + aCA0; = 180°
ZBAC + (a + B) = 180°
24BAC = 180°

4BAC = 90°

c.n.d.

Rozwigzania zadan

| etap gimnazjum wersja B

Zadanie 1

Najpierw zamienimy procenty na utamki.

Do rozwigzania zadania wykorzystamy ukfad rownan

X: ciezar miedzi w stopie

y: ciezar cynku w stopie

i
-
=

+
1| =
=

I

b
L=10--
o

L

[ x+y=24
7x + 9y =182

Po rozwigzaniu uktadu réwnan np. metoda podstawiania otrzymujemy:

[x=1?
vy =17

Odpowiedz: W tym stopie znajduje sie 17 kg miedzi i 7 kg cynku.
18



Zadanie 2

x: cyfra dziesigtek ~ * € {1.2,3,4.5,6,7.8.9}
7-x: cyfra jednosci

10x + (7-x): szukana liczba

10(7-x) + x: liczba po przestawieniu cyfr

[10x + (7 - x)J[10(7 - x) + x] = 1300
Po uporzgdkowaniu réwnania otrzymujemy réwnanie stopnia drugiego:

Blx*-567x+ 810 =0l:81
x*-7x+10=0

Réwnanie mozna rozwigza¢ wykorzystujg wyrdznik réwnania kwadratowego lub rozktad na iloczyn.

| sposéb rozwigzania réwnania

A= b2 -4ac
A=(-7)*-4.1.10=49-40=9
VvA=3

-b—+A -b+ VA
S P R T

Il sposéb rozwigzania réwnania

¥*-7x+10=0

3 -2x+10—-5x=0

wx—2)-5(x—2)=0

(x—9¥x—2)=0

x—2=0 lub x-5=0

Xy =2 Xz =15

Dla *=2 10-2+5=25 g3 x=5 10-5+2=52

Odpowiedz: Zadanie ma dwa rozwigzania, szukana liczba to 25 lub 52.
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Zadanie 3

—¥3 = . ¥ +5

a _ el ~.§—|-1_ i_aﬁ.§+a:_2~.§_x§{a—2}+a_x§(ﬂ:—2} a
V3-1 Vf3-1 V341 2 2 2 2 2

To wyrazenie bedzie miato wartos¢ wymierng, jezeli a = 2 lub cate wyrazenie bedzie miato wartosé 0

xﬁ{a—E}-l—a_ 0
2
am§—2x§+a=ﬂ
a(W3+1)=2v3
243
1=—
Vv3i+1

Po usunieciu niewymiernosci z mianownika otrzymujemy

a=3 —+v3

Odpowiedzi:

a —

— -3 L. _ _ -
Wyrazenie ¥3—-1 bedzie miato wartoé¢ wymierng dla @ = 2 luba =3-v3

Zadanie 4

Zatozenie:

AC=4 BC=6 AB=8
DE || AB

P.pce = Pagrp

20



Wykazujemy, ze tréjkaty ABC i DEC sg podobne.

Prosta DE jest réwnolegta do prostej AB, zatem z twierdzenia o kagtach odpowiadajgcych
4AEBC = 4aDEC i 4BAC = 4aFEDC

4ACE

< DCE | po jest to wspdlny kat dla obydwdch tréjkatow.
Z cechy podobienistwa tréjkatow KKK AACE~ADCE

Wyznaczamy skale podobienstwa, skorzystamy z twierdzenia o stosunku pél figur podobnych

1
Piarr = Pancr + Parrn i Pancr = Parrn stad Papce = EP"'AEB
P_aﬂsc:k, Pupec _ 1 =i_=£
P.agc Pusc 2 stad V2 2
DE_CD_CE_,
AB CA CE~
DE 2 CD 2 CE 2
2 2 4 2 6 2
Otrzymujemy:

dtugosci bokéw ADEC
CD=2V2; DE=#4V2; CE=32
dtugosci ramion trapezu

AD=4-W2=2(2-v2), BE=6-32=3(2-+2)

Zadanie 5
| przypadek
AB = AD (bo ABCD — kwadrat)
AB = AE (AEB —tréjkat réwnoboczny)
stad AE = AD czyli ADAE réwnoramienny i < DAE =90° - 60° =30°
zatem < AED =(180°-30°):2 = 75°
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analogicznie
EB = AB = BC czyli AEBC réwnoramienny i < CBE = 90° - 60° = 30°

oraz <BEC=(180°-30°):2=75°

< DEA + <AEB + <BEC + a. =360°

75°+60° + 75° +a = 360°

a =150°

Il przypadek

AB = AD (bo ABCD — kwadrat)

AB = AE (AEB —tréjkat réwnoboczny)
stad AE = AD czyli ADAE réwnoramienny i < DAE =90° + 60° =150°

zatem < AED =(180°-150°):2 = 15°

analogicznie
EB = AB = BC czyli AEBC réwnoramienny i < CBE = 90° + 60° = 150°
oraz <BEC = (180° - 150°):2 = 15°
= < AED + B+ <AEB =60°
15° + B+ 15° = 60°

B =30°
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X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
ZADANIA NA | ETAP
SZKOLA POGIMNAZJALNA
WERSJA A (LATWIEJSZA)

ZADANIE 1
lle powinno wynosic¢ roczne oprocentowanie, by Twoja lokata podwoita sie po dwdch latach
przy rocznej kapitalizacji odsetek? Wynik podaj w przyblizeniu do 1%.

ZADANIE 2
Oblicz dtugosci bokdéw trojkata rownoramiennego o polu 25\/E i kacie 45° miedzy

ramionami.

ZADANIE 3
Tréjkat o bokach 4,6,8 podzielono prosta rownolegta do boku 8 na dwie czesci o réwnych
polach. Oblicz dtugosci bokéw otrzymanych figur.

ZADANIE 4
Ojciec i syn majg razem 39 lat. Kiedy syn bedzie w wieku ojca, iloczyn ich lat wyniesie 1980.
lle kazdy z nich ma lat?

ZADANIE 5
Z 230 zapatek utozono trojkaty i pieciokaty tak, ze jedna zapatka tworzy jeden bok.
Ile utozono trojkatow, a ile pieciokatow, jezeli tagczna liczba figur wyraza sie petnymi
dziesigtkami?

X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
ZADANIA NA | ETAP
SZKOLA POGIMNAZJALNA
WERSJA B (TRUDNIEJSZA)

ZADANIE 1
Ciezar stopu miedzi i cynku wynosi 24 kg. Przy zanurzeniu w wodzie stop ten traci na ciezarze

22 kg. Znajdz ciezar samej miedzi i ciezar samego cynku w tym stopie, jezeli miedz traci na

ciezarze przy zanurzeniu w wodzie 11%%, a cynk 14%%.

ZADANIE 2
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
|x* — 6x+ 8|+ |[x*— 6x+5|=m

ma wiecej niz trzy pierwiastki?
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ZADANIE 3

2001 , 52002
3 3

Wykaz, ze liczba3+3%+3%+ .. + + jest podzielna przez 12.

ZADANIE 4
Narysuj zbidr punktdw ptaszczyzny, ktérych wspétrzedne x, y spetniajg nierdwnosc

]'Dgl:x—}-'}[x + }F] £ 1

ZADANIE 5
Prosta k jest styczna do okregu w punkcie A. Prosta t, prostopadta do prostej k, przecina

okrag w punktach B i C, za$ prosta k w punkcie D tak, ze |[BC| = 4,3|4AD| . Oblicz tangens
kata ostrego AWB wpisanego w dany okrag.
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Rozwigzania zadan
| etap szkota podgimnazjalna

wersja A
ZADANIE 1
p: roczne oprocentowanie lokaty, p=0
K: kapitat
— FAS ) ;
2k =K(1+2) /K iK#0
P 2
2=14+—
(P + 100]
14+ —=+/2
+ 100
P _Vz-1
100 _
p=100-(¥2—-1) ~ 41
ZADANIE 2
| sposob

Niech b - dfugosé ramienia trojkata rownoramiennego, a - diugos¢ podstawy tréjkata.
P =1 b2 sin4s°

25y =1p2 2 /- =

b* =100

(b=10 lub b= —10) i b>0.

Zatem b =10

Z twierdzenia cosinuséw: a® = 2 - b?* — 2- b® cos 45°

a® =200 —100y2
f — =
(a= +4200—-100y2 lub a=—+200—100y2) i a>0

—=
Zatem a = 102 —+/2 .

| ——
Odpowiedz: Dtugosci bokow tréjkata rownoramiennego wynosza: 10 oraz 10+4/2 — /2

o Il sposéb

I:)ABC = 25\/5
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|A8} =2
|AC|=|BC|=b

|DACB| = a = 45°

Prac :%|AB| [BC|Gina
Proc =%bzsin45° = 252 =%b2 E-?/?E: b=10

a
Tréjkat ABC jest rownoramienny, a wiec |DACD| = |DBCD| = 2

. a . a
Korzystamy ze wzoru cosa =1- 2sin? E i SmE > 0, otrzymujemy zaleznos¢

W trdjkacie prostokgtnym ADC

. : A 2
snUACD =sn—=+—=*%-—

A zatem

ﬂ

2 a=10y2-42

I—“I\)\I—‘
©f o

Odpowiedz: Dtugo$é podstawy tréjkata wynosi 104/ 2 —\/E , dtugos¢ ramienia 10.

11l sposéb
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C Pac = 25V2

|AB| = a
E
I |AC|=|BC|=b
A D B |DACB=a =45
Analogicznie do poprzedniego rozwigzania: Py, = %bz sin45° = 25y2 I%bz [—I\/—E =b=10
1 . |BE
Wykorzystujemy wzér P,y =§|AC| [I]BE| lub SIng = |BC , otrzymujemy

IBE| =512

CE
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie BEC lub COSQ = ||B_C| , lub faktu, ze tréjkat BEC jest

réwnoramienny prostokatny, otrzymujemy
ICE|=5V2
|AE| =|AC| -|CE| =10-5V2
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AEB, otrzymujemy zaleznosé

A8 =|Ag[" +|BE["

a” = (10-52) +(sv2f
a2 = 200-100y/2

(a:—lm/z—ﬁ Dazlm/z—ﬁjma>o:a:1m/2—ﬁ

Odpowiedz: Dtugo$é podstawy tréjkata wynosi 104/ 2 —\/E , dtugos¢ ramienia 10.

IV sposob

Analogicznie do rozwigzania poprzedniego otrzymujemy: b = |AC| = 10,|BE| = |CE| =52.
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Zauwazamy, ze w tréjkatach prostokatnych AEB oraz ADC kat ostry przy wierzchotku A jest wspdliny,
zatem na podstawie cechy kkk tréjkaty AEB oraz ADC sg podobne

AAEB~AADC = |AE] _|AB - 10-5/2 _a
|AD|  |AC| 1,
2

10
L a2 =100-50y2 0a>0= a=10y2- 22

—a

Odpowiedz: Dtugosé podstawy tréjkata wynosi 104/ 2 — \/E , dtugos$é ramienia 10.

ZADANIE 3
| sposob
|< ACB| = |<< DCE| - kat wspdlny
|< CDE| = |< CAB| - katy odpowiadajace
C A ABC ~ A DEC  (kkk)
PAABC _ 5 _ 12
PADEC
z y = wﬁ
X AR — B = =
D E ﬁ = /2, - = W2, x=42
l5c] = & = =
4 — - = = . i — = {
z 6-y g - Y- ST V2. y= 3
lac| — 7 2_ .= — 7.
B ol v o2 V2, z=2+2

Odpowiedz: Dtugosci bokéw tréjkata wynosza: 4+/2, 32, 22 .
Dtugosci bokdw trapezu wynoszg: 8, 6— 3v2, 4 —2v2, 4+/2

Il sposéb

|AC|=4,|BC|=6,|AB| =8

B PABED = PDEC

DE|| AB
|0CAB| =|OCDE|=a oraz [ICBA =|OCED| = 8 (katy odpowiadajace)

Pagep = Poec 1 Pagep + Poec = Pagc » @ zatem
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PDEC = E PABC

Przyjmujac oznaczenia |DE| =X, |CE| =y, |CD| = Z oraz wykorzystujac wzér na pole tréjkata,

otrzymujemy zaleznosci:

Pasc =%|AB| JAC| Gina :%[ﬂﬂnsina:msina
I 1 o _
(HH;—ExzsnalF%m-ERmc—8sna):>xz—16
1 . 1 : .
Pasc :§|AB| [IJBC|E‘5|n,3:§[8[6SH’I,3:24S|n,8
_r 1 o _
( Poec —EXySIn,B i Poee —EPABC =12sing) = xy=24
1 . 1 . .
Prac =§|BC| E]]AC|E'kln)(=§[6E4$m)(=125|n)(

(Poec :%yzsin)(i Poec =%PABC =6shy)= yz=12

Rozwigzujemy uktad rownan:

Xz =16 X =442
xy=24 = {y=3J2
yz=12 z=22

Odpowiedz: Dtugosci bokdw tréjkata DEC: 4\/5, 3&, 2J2.

Dtugosci bokdw trapezu ABED: 8,6 — 3\/5, 4 - 2\/5, 4»\/5

ZADANIE 4
| sposéb
Oznaczmy: x : wiek ojca obecnie
39-x : wiek syna obecnie
x—(39-x)=2x-39 : zaile lat syn bedzie w wieku ojca
3x—39 : wiek ojca za 2x — 39 lat

(3x—39)-x = 1980
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3x*—39x—1980=0
x> —13x—-660=0
(x=-20 Iub x=33)i x>0

Odpowiedz: Ojciec ma 33 lata, a syn 6 lat.

Il sposéb
Xx —wiek ojca obecnie
y — wiek syna obecnie

z — liczba lat, po uptywie ktérych syn bedzie w obecnym wieku ojca

Tworzymy ukfad réwnan:

y+z=x
x+y=39
(x+2z)(y + z) =1980

Z=X-Y
y=39-x =  (2x-39+x)x=1980 = 3x>-39x-1980=0
(2x - y)x =1980

x? —13x - 660 = 0
(x=-20Cx=33)Cx>0=x=33

Odpowiedz: Syn ma 3 lata, ojciec ma 33 lata.

ZADANIE 5
| sposob
liczba tréjkatow X
liczba pieciokgtow
liczba wyrazona petnymi dziesigtkami  k

{Ex 4+ 5y =230
x+v=k
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3x + 5y = 230
{—3::;—3}?:—31{
2y =230 -3k , v=115—-1,5k i y=0.
Stad 115— 1,5k > 0
k<762
x=k—v, x=25k—115 i x>0,
Stad 25k —115= 0
k=46

(k:‘:?ﬁ% i k:=-46) = k=50,k=60, k=70

k X=2,5k-115 Y =115-15k
50 10 40
60 35 25
70 60 10

Odpowiedz: Utozono 10 trojkatéow i 40 pieciokatéw lub 35 trojkatéw i 25 pieciokatow
lub 60 tréjkatow i 10 pieciokatéw.

Il sposéb
x — liczba tréjkatow

y — liczba pieciokatéw
3x+5y =230

3
=-—X+46
Y 5

yON, = x=5kCkON,

x+y=10nCnON, Cx=5k = y=10n-5k

315k +5(10n - 5k) = 230
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15k +50n — 25k = 230

k=5n-23

y=10n-5k Ck =5n-23= y =-15n+115

(k>00y>00n0ON,)= (5n-23>00-15n+115>00n0] N+):>(n>4:—53Dn<7§DnD N+j

Azatem n D{S, 6, 7}

N=5=k=2=x=10Cy=40
N=6=>k=7=x=35CLy=25

nN=7=k=12=x=60Cy=10

Odpowiedz: Utozono 10 tréjkatéw i 40 pieciokgtdw lub 35 tréjkatow i 25 pieciokgtéw, lub
60 tréjkatéw i 10 pieciokgtow.

Rozwigzania zadan
| etap szkota pogimnazjalna
wersja B

ZADANIE 1
- ciezar miedzi
- ciezar cynku

Odpowiedz: Miedz ma ciezar 17 kg, a cynk 7 kg.
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ZADANIE 2
|[x®=6x+8|+|x*=—6x+5=m
rysunek pomocniczy ( ustalamy znak wyrazen w wartosciach bezwzglednych):

x? —6x+8: m.zerowe: x=2,x=4 -
|
/

) P4\
x“—6x+5: m.zerowe: x=1,x=5 \

]

by
I
U

l
VLo

(x € [—m;l] U (E;E:Dj

ly = 2x% —12x + 13 lub
(x €(1;2) U{4;5
ceLDUGS)
y=3
x E(2;4)

ly = —2x%+ 12x— 13

Odpowiedz: Réwnanie ma wiecej niz trzy pierwiastki dla m € {3;5)

ZADANIE 3
| sposéb

12 dzieli 3+3%2+3% +3* +35 + 3%+ .- 4 32000 4 32002

jesli 34+3*+3%+3* +35+ 4354+ .- 437001 £ 37002 1.k | KEN
DOWOD:

3+3% +3% +3% +3° +3° + - 4 37001 37992 =
3(1+3)+3*(1+3)+3%(1+3)+ - +3701(1+3)=

4- (3437 +3°+ - 432)=4:3- (1+3* +3*++3")=12 ki kEN

Il sposéb
Teza: Liczba 3+3% + 3% +... + 3% + 3% jest podzielna przez 12.
Dowdd:

a =3 a,=3,a,=3%..,a, =3
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Zauwazamy, ze liczba 3+ 3% +3% + ... + 3% + 3%% jast suma n wyrazéw ciagu geometrycznego

(a,), gdzie &, =3, q =3, n=2002.

— 3202 2002 _q
Soons :3D1L1_3 =3 .

2002 _

Liczba S,y jest podzielna przez 12 < liczba jest podzielna przez 4

32002

< liczba —1 jest podzielna przez 8

32002 _1 = (31001 _ 1)(31001 + 1)

Liczby 3% —1 oraz 3" +1 to dwie kolejne liczby parzyste, zatem jedna z tych liczb jest podzielna

przez 4, druga podzielna przez 2. Wynika z tego, ze liczba 302 9 jest podzielna przez 8.

A zatem

3+ +3¥+. +3 4377 = BG'%k =12k Ok O N, , co koriczy dowdd.

Odpowiedz: Wykazaliémy, ze liczba 3+ 3% + 3° + ...+ 3% + 3% jest podzielna przez 12.

ZADANIE 4
log,:x_}.}(x + }’j =1
x—yv =0
D: [i:: —y+1
+y>=0
logy—yy(x +¥) = logy(x—y)
x=y =0 x—y=>=1
i;i;é lub L_T_—Ff:}f
xty zx—y Yy=x—%
V<X
yexr—1 b }’j}x;l
y=—x ; Ty <0
y =0 T
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Odpowiedz:

ZADANIE 5

| sposob
Kat BAD réwny jest katowi wpisanemu AWB
( kat dopisany do kata wpisanego oparty na tym samym
tuku ).

Niech |AD| =x, |BC| =4,8x , |DB| =¥
Z twierdzenia o odcinkach siecznej i stycznej mamy:
IDC|- [DB| = |DA|?
y- (y+ 4,8x) = x°
448 y—x2=0 /%
T+48E-1=0
tg’a+ 48tga—1=0
(tga=102 lub tga=-5) [ tga=0

Odpowiedz: Tangens kata ostrego AWB wpisanego w dany okrag wynosi 0,2

Il sposéb
t k Ot
O
|BC| = 4,8AD|
IDAWB| = a
E tga =7
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|DAOB| =2a kat srodkowy oparty na tuku AB

180" - 2a

|AO| = |OB| =r = AAOB réwnoramienny = |DOAB| = =90’ —a

[OBAD| =|DOAD| -|OBAD| =90 - (90 -a)=a = |0BAD| =|JAWS

_[p8
~|AD|

AADB prostokatny = tga
ABOC réwnoramienny i OE 0 BC = |BE| = |EC| = %|BC|
OE 0 DC OAD 0DC OOA D AD = |OFE| =|AD| 0|DE| =|AQ| =T

|DE| =|DB| +|BE| = r =|DB|+%|BC|

2
AOEB prostokatny = [OB|” =|OE|* +|BE[’ = r? =|AD[’ +[%|Bc|j

(|DB| +%|Bc|j2 =|AD|" +[%|BC|J2
IDB|” +|DB|BC| =|AD|*
Z zatozenia |BC| = 4,8 AD|, a wiec
IDB|” +4,8DB| ()AD| - |AD|” = 0
Rozwiazemy réwnanie kwadratowe ze zmienng [DB|.
A =(48AD|f +4AD]" =27,04AD" VA =52AD| (AD|>0)
(DB = -5AD|0|DB| = 0,2/AD|) 0|DB| > 0= |DB| = 0,2 AD|

A zatem
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DB _ 02AD| _
|AD|  |AD|

tga = 0,2

Odpowiedz: Tangens kata ostrego AWB jest rowny 0,2.

X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE DLA UCZNIOW SZKOt PODSTAWOWYCH
FINAL

Zadanie 1
Stefek i Michat odrabiaja prace domowga z matematyki. Stefek rozwigzuje jedno zadanie
w ciggu 6 minut, za$ Michat w ciggu 10 minut. Gdy Stefek rozwigzat wszystkie swoje zadania,
Michatowi zostaty jeszcze 2 zadania. lle zadan mieli do rozwigzania chtopcy?

Zadanie 2
Narysuj kwadrat ABCD oraz tréjkat rdwnoboczny ABE (bok AB jest wspdlny dla obu figur).
Oblicz miare kata DEC.

Zadanie 3
Mama potozyta na stole sliwki i napisata na kartce list do dzieci, zeby kazde z nich wzieto
trzecig ich czesc¢. Pierwszy ktdry wrdcit, wzigt trzecig czes¢ i poszedt do kolegi. Drugi wrdcit,
wzigt trzecig czes$¢ i wyszedt. Podobnie postapit trzeci. lle sliwek zostawita mama, jesli ostatni
wziat cztery sliwki?

Zadanie 4
Litery zastgp cyframi tak, aby liczby, ktére w ten sposdb powstang tworzyty poprawne
dziatanie. Jednakowe litery oznaczajg jednakowe cyfry.
AUTO
AUTO
+ AUTO
KOREK

Zadanie 5

W duzej szesciennej kostce, zbudowanej z matych szescianikdw, wydrgzono na wylot tunele
prostopadte do scian (patrz rysunek). Ile matych szescianikow pozostato?
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Rozwigzania zadan
finat szkota podstawowa
Zadanie 1

| sposob

Gdy Stefek skonczy rozwigzywanie zadan, to Michatowi zostang 2 zadania. Ze swojej
perspektywy uzyskat on przewage 2 zadan réwng 2 - 6 = 12 minut. Poniewaz na kazdym
zadaniu Michat traci 4 minuty do Stefka, wiec 12 minut przewagi Stefka oznacza 12 : 4 =
3 zadania Michata. Tak wiec gdy Stefek skonczyt zadania, Michat zrobit ich 3. Dodajgc 2
zadania, ktére mu jeszcze zostaty otrzymujemy tgcznie 5 zadan, jakie mieli do zrobienia
chtopcy.

Il sposéb

Na kazdym zadaniu Michat traci 4 minuty do Stefka. tgcznie stracit 20 minut.
Zatem do rozwigzania byfo 20 : 4 = 5 zadan.

Il sposdb

Stefek rozwigzat wszystkie zadania w czasie, w ktorym Michat rozwigzat wszystkie
zadania bez dwdch. Zatem, jesli x bedzie liczbg zdan w pracy domowej, to:

6x = 10(x-2)
4x =20
x=5
IV sposob
llos$¢ zadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Czas(w min.) 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
rozwigzywania
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przez Stefka

Czas (w min.) 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
rozwigzywania

przez Michata

Mozna zauwazyé, ze w tym samym czasie Michat rozwigzat 2 lub 4 zadania mniej niz
Stefan. Interesuje nas réznica dwoch zadan. Wtedy Stefek rozwigzat 5 zadan i skoriczyt

prace.

Mozna tez zauwazy¢, gdzie réznice czasdw pracy wyrazone sg petnymi dziesigtkami.
Przy rozwigzaniu 5 lub 10 zadan. Interesuje nas 20 minut jako czas na rozwigzanie
przez Michata dwéch zadan, gdy Stefek rozwigzat 5 zadan i skoriczyt prace.

Odpowiedz: Kazdy z chtopcoéw miat do rozwigzania 5 zadan.

Zadanie 2

Mozliwe sg dwa przypadki:

1. Wierzchotek E tréjkata réwnobocznego ABE znajduje sie wewnatrz kwadratu ABCD.
Trojkaty ADE oraz BEC SA réwnoramienne. Obliczamy, ze katy EBC oraz DAE maja
miare 30°, zatem pozostate katy w tych tréjkatach sg réwne 75°. Stad miara kata DEC
jest rowna 360°-(60°+75°+75°)=150°.

2. Wierzchotek E trojkata réwnobocznego ABE znajduje sie na zewnatrz kwadratu ABCD.
Tréjkaty ADE oraz BEC sg rownoramienne i tatwo obliczy¢, ze majg katy wewnetrzne
rowne 150°, 15°, 15°. Stad miara kata DEC jest rowna 60°-(15°+15°)=30°.
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Zadanie 3

| sposob

Ostatni wziat 4, gdyz byta to trzecia czes¢ tego, co zostawit drugi.

Drugi wzigt 6, gdyz 2/3 tego co zostawit to 12. Zatem na stole, gdy brat sliwki byto ich 18.

Pierwszy wzigt 9, gdyz 2/3 tego co zostato po nim to 18 sliwek.
Mama zostawita 27 sliwek.

Il sposéb
dziecko trzecie drugie pierwsze
wzieto Sliwek 4 12:2=6 18:2=9
zostawito 8 ¥ 12 | _—» 18
dliwek — —]
zastato sliwek | 4-3=12 6-3=18 9-3=27
Mama zostawita 27 sliwek.
Zadanie 4

Trzeba zauwazy¢, ze K =1 lub K = 2. Otrzymujemy rozwigzania:

5807 + 5807 + 5807 = 17421 lub 8064 + 8064 + 8064 = 24192
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lub 8304 +8304 + 8304 = 24912 lub 8054 + 8054 + 8054 = 24162

Zadanie 5

W kolejnych warstwach patrzac od géry wydrgzono:

w pierwszej - 3 szescianiki,

w drugiej - 5+2=7 szescianikéw,

w trzeciej - 3+3+5+3+3=17 szescianikow,
w czwarte] - 5+2 czyli 7 sze$cianikéw,

w piagtej - 3 szescianiki.

tacznie wydrazono 37 szescianikdw, co oznacza, ze pozostato 125 — 37 =88 szescianikéw.

X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
DLA UCZNIOW GIMNAZJOW
FINAL A

ZADANIE 1
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Z 1000 kg rudy o zawartosci 37,5% zelaza usunieto 400 kg domieszek o zawartosci
15% zelaza. O ile podniosta sie zawartosc¢ procentowa zelaza w pozostatej rudzie?

ZADANIE 2
Oblicz pole tréjkata prostokatnego, gdzie przeciwprostokatna wynosi 4, a suma

przyprostokatnych v/28.

ZADANIE 3
Tata w drodze do domu kupit ciastka swoim cérkom. Pierwszej corce dat 1 ciastko i 6sma

czes¢ pozostatych. Drugiej corce dat 2 ciastka i 6smga czes¢ pozostatych. Trzeciej corce dat
3 ciastka i 6smg czes¢ pozostatych. Tata rozdawat w ten sposob ciastka az do ostatniej corki
i rozdat wszystkie ciastka. Okazato sie, ze kazda otrzymata tyle samo ciastek.
lle ciastek dostata kazda corka?

ZADANIE 4
Narysuj kwadrat ABCD oraz trojkat rownoboczny ABE (bok AB jest wspdlny dla obu figur).

Oblicz miare kata DEC.

ZADANIE 5
W duzej szesciennej kostce, zbudowanej z matych szescianikdw, wydrazono na wylot tunele

prostopadte do s$cian (patrz rysunek). Ile matych szescianikéw pozostato?

N e

X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
DLA UCZNIOW GIMNAZJOW
FINAL B

ZADANIE 1
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Rozwigz uktad rownan z parametrem m. Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem
uktadu bedzie para liczb o réznych znakach?

{3::; +4y—5m+7=0

x—4y—m—-3=0

ZADANIE 2
W tréjkat réinoboczny o podstawie AB = 30 i wysokosci CD = 12 wpisano potokrag
o Srednicy EF w ten sposdb, ze jest on styczny do podstawy AB, a Srednica jest rownolegta do
AB. Punkt E£AC, a punkt FeBC. Znajdz dtugos¢ promienia potokregu.

ZADANIE 3
Ile powinno wynosic¢ roczne oprocentowanie, by Twoja lokata podwoita sie po dwdch latach

przy rocznej kapitalizacji odsetek? Wynik podaj w przyblizeniu do 1%.

ZADANIE 4
Dany jest kwadrat ABCD, punkt P jest Srodkiem boku AB, punkt Q jest sSrodkiem boku BC,
punkt R jest sSrodkiem boku DC, punkt S jest srodkiem boku AD. Udowodnij, ze proste AR, BS,

CP, DQ wyznaczajg kwadrat o polu bedgcym é pola kwadratu ABCD.

ZADANIE 5
Tata w drodze do domu kupit ciastka swoim cérkom. Pierwszej cdrce dat 1 ciastko i 6sma

czes¢ pozostatych. Drugiej corce dat 2 ciastka i 6smga czes¢ pozostatych. Trzeciej corce dat
3 ciastka i 6smg czes¢ pozostatych. Tata rozdawat w ten sposdb ciastka az do ostatniej corki
i rozdat wszystkie ciastka. Okazato sie, ze kazda otrzymafta tyle samo ciastek.
lle ciastek dostata kazda corka?

Rozwigzania zadan

finat gimnazja wersja A
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Zadanie 1

Obliczamy ilos¢ zelaza w 1000 kg rudy
0,375 - 1000 kg = 375 kg

Obliczamy ilos$¢ zelaza w usunietych domieszkach
0,15 - 400kg = 60 kg

Obliczamy zawarto$¢ procentowa zelaza w rudzie po usunieciu domieszek
1000 kg — 400 kg = 600 kg
375 kg — 60 kg = 315 kg

3 . 100% = 52,5%

B00 kg
52,5%-37,5% = 15%

Odpowiedz : Zawartos¢ procentowa zelaza w rudzie zwiekszyta sie o 15.

Zadanie 2

— 1
a+b=v28 i P=£ab

z twierdzenia Pitagorasa a* +b% = 4% ub
a’*+b* =16

a®* + b% = (a+ b)*— 2ab

(a + b)) — 2ab = 16

(V28)" - 2ab = 16

28 — 2ab =16
2ab = 12]:4

1
—ab=3
2

P=3
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| sposob

Il sposéb

— 1
a+b=+28 i P=Ea:b

z twierdzenia Pitagorasa a® +b? =4%lub a’ + b* = 16

a=+28—-b
(V28-b) + b2 =16

Doprowadzamy do réwnania : 2b% — 24/28b + 12 =0

ub BE—27b+6=0

BZ—247b+6=10 A=28—-24=4
(b —xﬁ}z —1=0 VA=2
(b—V7+1)(b-VT-1)=0 5 = E*v’?z— 2 - Ew“?; 2
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by =+T7-1 bo=+7T+1 by =+47T-1 b;=+4T7+1

a1=x."?+1 a2=xﬁ—1 a; =v7+1 a:=w"§—1

Zadanie 3

Analiza zadania:

x : ilos¢ wszystkich ciasteczek

14 %[x — 1): tyle ciasteczek dostata pierwsza cérka

2t ;{x — [1 + g(?ﬂ — 1]] — 2} ‘tyle ciasteczek dostata druga cdrka

itd.

Zauwazamy, ze wszystkie corki dostaty po tyle samo ciasteczek i ukladamy réwnania:

1+é(x—1] = 2+é{x— [1—|—é(x—1]]—2}

Rozwigzujemy réwnanie

1, 7_7 105
878 64 ' 64

Obliczamy po ile ciasteczek dostata kazda cdrka:

142(49-1)=1+6=7
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Odp. Kazda corka dostata po 7 ciasteczek.

Zadanie 4

| przypadek

AB = AD (bo ABCD — kwadrat)
AB = AE (AEB —trdjkat rownoboczny)

stad AE = AD czyli ADAE réwnoramienny i < DAE =90°-60°
=30°

zatem < AED =(180°-30°):2 = 75°

c
D o O

analogicznie

EB = AB = BC czyli AEBC rownoramienny
i < CBE =90°-60° =30°

oraz <BEC =(180°-30°):2 = 75°

FLe, Q

< DEA + <AEB + <BEC + a =360°
75° + 60° + 75° +a = 360°

a =150°
47



Il przypadek

. AB = AD (bo ABCD — kwadrat)

AB = AE (AEB —trdjkat rownoboczny)
stad AE = AD czyli ADAE réwnoramienny i < DAE =90° + 60° =150°

zatem < AED =(180° — 150°):2 = 15°

analogicznie
EB = AB = BC czyli AEBC réwnoramienny i < CBE =90° + 60° = 150°

oraz <BEC =(180°-150°):2 = 15°

< AED + B+ <AEB =60°
15° + B+ 15° = 60°
B =30°

Zadanie 5

Rozwigzanie
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Rozktadamy szescian na warstwy i zaznaczamy jeden tunelu, poprawnie zaznaczamy drugi
tunelu, zaznaczamy trzeci tunelu. Obliczamy ilo$¢ matych szescianéw w catej duzej kostce
szesciennej

57 =125
Obliczamy ilos¢ pozostatych szescianow
np.125—(2-3+2-7+17) =125— 37 = 88

lub 22+18+8 +18+22 =88

Rozwigzania zadan
finat gimnazja wersja B

Zadanie 1

Rozwigzujemy uktad réwnan dowolng metodg (np.)

+{3x+4—y—5m+?=ﬂ +{3x+4}r—5m+?=ﬂ
x—4y—m—3=0 —3x+12y+3m+9=10
4x-677+4=0 16y —2m+ 16 =20
4x = 6m—4 16y = 2m— 16
y = y=m=8
? i BElm—i m—g
Dla kazdego m € R réwnanie ma jedno rozwigzanie x = — I y= —
Zapisujemy warunek na pierwiastki réznych znakoéw
Np. x=0iy=< 0 lub x=<0iy=0
xy = (0
Rozwigzujemy warunek
Np.
Im— 2 m—28 Im—2 m—28
=0 i =<0 lub =0 i =0
2 3 2 3
m == § i m=<.8 m = § i m>= g
m e (: ;S:] meE @
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Odpowiedz:

Dla m &€ -G : B) rozwigzaniem uktadu bedzie para liczb réoznych znakow.

Zadanie 2
c Zatozenie
AB || EF
E F EF = 2r
h Jo
r
A D G B

0G 1LAE iCD 1 AB oraz AR || EF stgd MD=7r czylix=h—r

Wykazujemy podobienstwo trojkatow

AACB ~ AECF  (KKK) bo <BAC =< FEC (kat odpowiadajgce EF || AB)
< ABC =< EFC (kat odpowiadajgce EF || AB)
< ACB = < ECF ( ten sam kat)

Z podobienstwa tréjkatéow

EF oM \ 2r 12—
—=— czyli — =
AE ch - 3 12
Po rozwigzaniu réwnania otrzymujemy
20 2
r=—=6-cm
3 3

Odpowiedz: Promien potokregu ma 6§ cm.

Zadanie 3

K : kapitat poczatkowy
p : oprocentowanie w skali roku
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K+ f—; - kapitat po pierwszym roku

o oK I .
E(H + E) - wysokos¢ odsetek po drugim roku

Utdzmy réwnanie

pKk p ( pK )

K+—+—|K+—)=2K
+ 100 + 100 * 100

Rozwigzanie réwnania

2p p’
100 ' 10000

=1
p>+200p—10000=0
(p + 100)% — 20000 =0
(p +100 +100v2)(p + 100 — 100vV2) = 0
p, =—100— 1002 p, = 100~/2 — 100
p; < 0 nie spetnia warunkow zadania
p, = 100+/2—100 & 100- 1,41 — 100 = 41

Odpowiedz : Oprocentowanie tej lokaty powinno wynosi¢ 41% w skali roku.

Zadanie 4

Zadanie mozna rozwigza¢ kilkoma sposobami, to jeden z nich

D c
|3 a
a X
y Ny
K
a
s
X MQ
L
A P B

Bok kwadratu ABCD = a

o
Pagep =

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa w ARCB (;)i + a? = RE*® i otrzymujemy RE =

Zauwazimy, ze
ASDC = ARCD = AQBA = APAD =z cechy (BKFE)
4DCS5 = «<CBR = 4BAQ = 4ADP =@
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4DSC = #CRB = ¥BQA = 2APD = §
ASKD = ARNC = AQMB = APLA z cechy (KBK) i s3 to tréjkaty prostokatne.

Zatem x*+y*= G]‘
Ponadto z tw. Talesa (RE || DF)

x

=2

> otrzymujemy v = 2x

(]

Po podstawieniu do poprzedniego réwnania x* + (2x)* = G) stad

@ a5 a5
245 10 - =4
&5 a5 a5 avh
a, =— —— —— a, =—
2 10 2 5

c.n.d.

Zadanie 5
Analiza zadania:
x : ilos¢ wszystkich ciasteczek
1+ %(x — 1): tyle ciasteczek dostata pierwsza cérka
24 %{x — [1 + %(x — 1]] — 2}: tyle ciasteczek dostata druga cérka
itd.

Zauwazamy, ze wszystkie cérki dostaty po tyle samo ciasteczek i uktadamy rownanie:

1+%[x—1] = 2+%{x— [1—|—%(x—1]]—2}

Rozwigzujemy réwnanie

1 +? 7 +1l]5
B T M
8 8 64 64

Obliczamy po ile ciasteczek dostata kazda cdrka:
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14:(49-1)=1+6=7

Odp. Kazda corka dostata po 7 ciasteczek.

X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNEDLA UCZNIOW SZKOt POGIMNAZJALNYCH
FINAL A

ZADANIE 1
Wyznacz ANB jezeli A={(x, ¥): x = n, yeR i neC}, B={(x, ¥): y = V9 — x?}

ZADANIE 2
Srodek okregu wpisanego w trapez prostokatny znajduje sie w odlegtosci 6cm i 8cm

od koncdéw dtuzszego ramienia. Oblicz pole trapezu.

ZADANIE 3
Wyznacz funkcje f(x + 1), jezeli dla kazdego x zachodzi rownos¢:
f(x—1) = 2x* — 3x + 1.
ZADANIE 4
Wykaz, ze jezeli m jest liczba catkowita nieparzysta, to liczba m* - 1 jest podzielna przez 16.

ZADANIE 5
Tata w drodze do domu kupit ciastka swoim cérkom. Pierwszej cérce dat 1 ciastko i dsmg czesé

pozostatych. Drugiej cérce dat 2 ciastka i 6smg czes$¢ pozostatych. Trzeciej corce dat 3 ciastka i 6smg
czes¢ pozostatych. Tata rozdawat w ten sposéb ciastka az do ostatniej corki i rozdat wszystkie ciastka.
Okazato sie, ze kazda otrzymata tyle samo ciastek. lle ciastek dostata kazda corka?

X RADOMSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE DLA UCZNIOW SZKOt POGIMNAZJALNYCH
FINAL B

ZADANIE 1
Znajdz wszystkie pary (x,y) liczb naturalnych spetniajgcych rownanie:
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lx —2]+ |y —3l=3-y

ZADANIE 2
Na balu tanczyty 42 osoby. Pani A; tanczyta z 7 panami, pani A, z 8 panami, pani Az
z 9 panami, itd., a pani A, z wszystkimi panami. lle pan i ilu panéw tanczyto na tym balu?

ZADANIE 3
Wyznacz katy rombu, w ktérym diugosc boku jest Srednig geometryczng dtugosci
przekatnych.

ZADANIE 4
Wykaz, 7e V8 — 2V15 +Y5—2V6 +V8+2V2 — 25— 210 =1

ZADANIE 5
Na okregu obrano kolejno cztery rézne punkty A, B, C, D. Niech A4, By, C;, D; bedg srodkami
tukow AB, BC, CD, DA. Udowodnij, ze cieciwy A1C; i B 1D; sg do siebie prostopadte.

Rozwigzania zadan
finat szkota podgimnazjalna

wersja A

ZADANIE 1
A={(x;¥):x=m i n€EC,yER} | |
B = {(x;3):y = V9 —x7} Y 4 c

Odpowiedz: An B ={(—3;0),(-2:+v5),(-1;242), (0;3),(1;2v2),(2:+V5).(3;0)}

ZADANIE 2
| sposéb

AQAC ~AQAD  (cecha bkb), zatem < QAC =< 0AD = a
AOEB~AOBD  (cecha bkb), zatem < OBE =< OBD = j3 “ A
Zatem 2a+ 28 = 180°

a+f =90°
Stad < AOB = 90°
|cA| = |AD| =y oraz |BD| =|EB| =x
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Ztw. Pitagorasa w AAOB: (x+y)? =100 - x+y=10
w AOAC: r*+y*=36
w AOBE: r*+x*=64

Odejmujac dwa ostatnie rownania stronami otrzymujemy:

xz—y2=28
(x—y)(x+y)=28
(x—y)-10=28
X—y=2,8
Xx=2,8+y
2,8+y+y=10

y=3,6 i x=6,4
> +(36)°=36
r? = 23,04
(r=481lubr=-48)ir>0, czyli r=4,8.

a+b=2r+x+y=19,6 ; h=2r=9,6

19,6
= -9.6 = 94,08
Il sposéb

D h g © |OC|=6cm, OB|=8cm

r F P="?

d

C

0

r

atb atb

4 E— 5 P=T == [2r = (a+b)r

Trapez jest opisany na okregu, a wiec spetniona jest zaleznos¢:
atb=c+d
c=2r=a+b=2r+d=P=(2r+d)r

Punkty F i G s punktami stycznosci do ramion kata DCB, a wiec z twierdzenia o odcinkach stycznych

wynika, ze |GC| = |FC|.

Ponadto |GO| = |FO| =TI oraz bok CO wspdlny, a wiec na podstawie cechy przystawania tréjkatow

bbb stwierdzamy, ze AOGC = AOFC.

Na podstawie analogicznego rozumowania AOEB = AOFB.
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Z przystawania tréjkatéw wynika réwnosé katéw

|0GCO| =|0OCF| = a oraz |[OFBO| =|JOBE| = 3, zatem |JC| = 2a i |OB|=28.

W trapezie 2a +2£ =180", awiec a+ [ =90".

A zatem trojkat BOC jest prostokatny.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze d? = |OB|2 + |OC|2 =100 i d>0.Azatem d =10 cm.

P.oc :%E6[8=24i Poc :%mour =r=48cm

Preco = (d +2r )I’ = (10 + 9,6) [4,8 =94,08 cm?.
Odpowiedz: Pole trapezu wynosi 94,08 cm®.

ZADANIE 3
| sposob

f(x—1)=2x*-3x + 1 . Wyznaczymy wzdr funkcji f(x).

Niech x—1=t i t € R. Woéwczas x=t+ 1.

Stad f(t)=2(t+1)*-3(t+1)+1
f(t)=2(t?+2t+1)-3t—-3+1=2t"+4t+2-3t—-3+1=2t"+t

Zatem f(x)=2x"+x, natomiast funkcja f(x+1)=2(x*+2x+1)+x+1=2x>+5x+3

Il sposéb

£(x)= f((x=1)+1) = 2(x +1)? —3(x+1) +1= 2(x? + 2x +1)-3x - 3+1= 2x* + 4x+ 2-3x -2 = 2X* + X

F(x+1) = 2(x +1)2 + (x+1) = 2(x? + 2x+1)+ X +1= 2x° + 4x + 2+ X +1= 2x° +5x+3

Odpowiedz: Szukany wzér f (X +1) = 2x* +5x+3

11l sposéb
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Funkcja f(x)ma posta¢ f (x) = 2x* +bx+c.
f(x-1) =2x* -3x+1

f(x-1)=2(x* - 2x+1)+ x-1
f(x-1)=2(x-1)* +(x-1)

f(x)=2x% +x

f(x+1)=2(x+1)° +(x+1) = 2x* + 5x +3

Odpowieds: Szukany wzér f(x+1)=2x* +5x+3

IV sposob

f(x-1) =2x* -3x+1
g(x)=2x* -3x+1

Obliczamy wspédtrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji g(x).

3 1 3 1
=_ =-_ W = e
=y o welieg)

Wykres funkcji f (X +1) powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji g(X) o wektor [— 2, O] .

3 1 5 1
Wierzchotek wykresu po przesunigciu ma wspétrzedne W, = (Z -2, —gj = (_Z , —gj

2
Postaé kanoniczna funkcji f (X +l) = 2[X +gj —E

Postac ogélna f (x+1) = 2x? +5x+3.

ZADANIE 4
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Zatozenie: mE€C i m=2n+1 i n€C

Teza: 16 dzieli (m*—1)

Dowdd: 16 dzieli (m*—1) jedli m*—1=16si s€C

m'—1=(m’-1)(m?’+1)=(m-1)(m+1)(m°+1)=

=(2n+1-1)(2n+1+1)[(2n+1)*+1]=
=2n(2n+2)(4n*+4n+2)=2n-2(n+1)2-(2n*+2n+1)=
=8n(n+1)(2n*+2n+1)=..

Poniewaz n(n+ 1) jestiloczynem dwdch kolejnych liczb catkowitych, to jedna z nich jest

parzysta zatem iloczyn jest liczbg parzysta. Stad n(n+1)=2k i k€ C .

Woracajgc do naszego wyrazenia mamy:
.=82k(2n°+2n+1)=16k(2n*+2n+1)=165,

bo k-(2n%+2n+1) jest liczba catkowita.

ZADANIE 5

Niech x: ilos¢ ciasteczek
Pierwsza cérka dostata tyle ciasteczek: 1 + é[x -1)=1 —|-§x —% = %x +§

Zostato tyle ciasteczek: x — (Ex + 3} =11
= g = g

: : e 7 = T B_q2,7
Drugacorkadosta’fatyleaasteczek.Z-I-B(B.x " 2]—2+64x ” 164+64x
1 7 41 7
sxtgTlgtar

1 49
B2~ 64
x=49

Pierwsza cérka otrzymata: %- 49 + % = % = 7 ciasteczek

Odpowiedz: Corki otrzymaty po 7 ciasteczek.

Rozwigzania zadan
finat szkota podgimnazjalna
wersja B

ZADANIE 1
| sposob
lx —2|+ly—3l=3 -y
3 —vy jest sumg dwoch liczb nieujemnych, wiec jest nieujemna.
Je$liwiec 3—y =0 i yjestliczbgnaturalng,to ¥y €{0;1;2;3}
Dla y=0: |x—2|+1]-3|=3
lx—2|=0
x—2=0
X=2
Dla y=1: |x—2]4+]-2|=2
lx —2|=10
x—=2=0
X=2
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Dla y=2: |x—-2|+]-1]l=1
lx—2|=0
x—=2=0
X=2
Dla y=3: |x—2]+]|0]=0
lx—=2|=0
x—=2=0
X=2
Odpowiedz:
Pary ( x;y ) liczb naturalnych spetniajgcych dane réwnanie, to (2;0), (2;1), (2;2), (2;3)
Il sposdb
1) X-2<0Ly-3<0=>x<2Ly<3
-(x=2)-(y-3)=3-y
-X+2-y+3=3-y

X=2 sprzeczne z zatozeniem

2) Xx-2<0Ly-320=>x<2Ly=3
-(x-2)+(y-3)=3-y

-X+2+y-3=3-y
1
=—X+2
Y 2
x<2[xDN:>ﬂﬂQﬂ

x:ODy:%x+2: y=2 sprzeczne z zatozeniem

x=1Dy:%x+2: y= 2% sprzeczne z zatozeniem

3) Xx-220Ly-320=>x=22Ly=>3
(x-2)+(y-3)=3-y

X=2+y-3=3-y
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1
=-—x+4
Y 2

y23Dy=—%x+4:>—%x+423:>xsZ X<2LX22=>x=2

4 Xx—-220Ly-3<0=>x=22Ly<3
(x-2)-(y-3)=3-y

X=2-y+3=3-y

X=2 [x=2 [x=2
x=20y<30yUON= O O
y=0 |y=1 |y=2

Odpowiedz: Szukane pary to: (2, O), (2,1), (2, 2), (2, 3)

ZADANIE 2
| sposob

42 osoby wtym: n-paf oraz 42-n pandw.
Ay - 7panébw , A,-8 , A3—-9 , ... A,—42-n pandw.
Liczba pandéw tworzy cigg arytmetyczny (a,), w ktérym a; =7, r=1, a,=42-n.
ap=ai+(n-=-1)r
ahn=7+(n-1)1=6+n
42-n=6+n
n=18
Odpowiedz: Na balu taficzyto 18 pan oraz 24 pandw.

Il sposdb
Na balu byto n pari oraz m panéw (NMLON, i n+m=42i m>9)

A - 27 panami
A, - z8panami
A, - z9 panami

Mozemy przyjaé, ze (A1) jest ciggiem arytmetycznym, gdzie A =7, r =1, A, =m
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A=A +(n-1)ir

m=7+n-1
m+n =42

m=n+6
n+6+n=42
2n =36
n=18
m=24

Odpowiedz: Na balu byto 18 pan i 24 pandw.

{m:n+6

ZADANIE 3

| sposob

Niech a - dtugos¢ boku rombu

o - kat ostry rombu

d;, d, - przekatne rombu
P = a’sina = —d,d,

3 2
Jesli dtugos$¢ boku rombu jest srednig geometryczng dtugosci przekatnych (a = ,/d,d, )
to:
—. 2 1

(Vdyd,) sina = >d1d;

sinag = — a = 30°

B |

Odpowiedz: Katy rombu majg miary 30° oraz 150°.

Il sposéb
a=,dd,
a a
Ii1 20' ="
2 a
3 |:i2
A a




La, 14,

sing = 2 cosa = 2
a
: . . d _1 {jdd 1a® 1
Sin2a =2sina cosa = Sin2a = G—Bd— 5 ) =—5 ==
2a 2a a2 2 a 2 a 2
. o 1 . .
20 jest katem ostrym i SIN2a = > awiec 2a =30
Odpowiedz: Katy rombu wynoszg 30° oraz 150°.
ZADANIE 4
| sposob

—

Ja—2VI5++4Js5—-2Ve+v/8+2vZ2—245-2y10=1

JWE -V + [(V2-V3) + B+ 2B - 2B - 2o - 1

W3-V5|+ V2 V3| +V8+ 2v2—2V5-2v10=1
—BHVE—VZ4V3+84+2VZ-2/5-24/10=1

1.,’{5 + 2225 -2J10=14++2 /5 /% (poniewaz obie strony sa nieujemne )
84+ 2V2— 25— 2y10=(1+v2—V5)

8+ 2v2—2v5—2J10=84+2V2 - 2v/5— 2y10
L=P

Il sposéb

W rozwigzaniu skorzystamy ze wzordw skréconego mnozenia:

(a-b)* =a?-2ab+b? oraz (a+b-c)’ =a® +b? +c? +2ab - 2ac - 2bc

V8-2415 ++/5- 26 ++/8+ 242 - 2/5 - 210 =

V5-2/53/3+3+/3-2J30/2 +41+2+5+ 242 -2/5-2J23/5 =
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e O e o
V5 -3+ N33 |12 -5 =

V5-3+43-V2+1+/2-46=1

11l sposéb

V8-2415 ++/5- 26 ++/8+ 242 - 2/5 - 210 =

V5-2/503/3+3+43-2J33/2 +{1+2{J2-/5)+2-2/2 /5 +5 =

N e N A R v e e e

K5 (= a5} -
V5 -3+ N33 |1+ V2 -5 =

V5-13+43-2+1+2-5=1

ZADANIE 5
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Prowadzimy cieciwy AC, i B,D,, ktdre przecinaja si¢ pod katem @ . Z jednego z koricéw, np. A
prowadzimy cieciwg A A réwnolegty do drugiej cigciwy B,D,. Poniewaz A A || B,D,, wiec

|DC1A1A'| = a (katy odpowiadajace). Kat srodkowy oparty na tuku A'C, ma miare 24 .

I

Obliczamy miare tukowa tego kata: 2a = ——=, gdzie r jest promieniem okregu, za$ AC,
r
dtugoscia tuku.

Punkt B, lezy natuku A'C,, zatem A'C, = AB, +B,C,.

Czworokat A'B,D, A jest trapezem wpisanym w okrag, a wiec jest trapezem réwnoramiennym.

Wynika z tego, ze A'B, = AD,.

1
Z zatozenia A jest srodkiem tuku AB, a wiec AA= 3 AB.

1
Analogicznie: D, jest srodkiem tuku DA, wiec AD, = E DA, B, jest srodkiem tuku BC, wiec
1 o , 1
BC= > BC, C, jest srodkiem tuku €D, wiec CC, = ECD .

A zatem

AC, =AB, +BC, =AD, +BC, = AA+AD, +BC+CC, =%AB +%DA+%BC +%CD =
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:%(AB+ BC+CD+DA):%DZm =717

Udowodnilismy, ze cieciwy AC, i B,D, przecinaja sie pod katem prostym.
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